
Linear and Integer Optimization
Theory and Practice
Third Edition

Gerard Sierksma
University of Groningen
Groningen, the Netherlands

Yori Zwols
Google
London, United Kingdom



C���� �� � vii

Contents

List of Figures xvii

List of Tables xxiii

Preface xxv

1 Basic concepts of linear optimization 1

1.1 The company Dovetail · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2
1.1.1 Formulating Model Dovetail · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2
1.1.2 The graphical solution method · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3

1.2 Definition of an LO-model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
1.2.1 The standard form of an LO-model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
1.2.2 Slack variables and binding constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 9
1.2.3 Types of optimal solutions and feasible regions · · · · · · · · · · · · · · · 10

1.3 Alternatives of the standard LO-model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 12

1.4 Solving LO-models using a computer package · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 14

1.5 Linearizing nonlinear functions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 16
1.5.1 Ratio constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 16
1.5.2 Objective functions with absolute value terms · · · · · · · · · · · · · · · · 17
1.5.3 Convex piecewise linear functions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 19

1.6 Examples of linear optimization models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 21
1.6.1 The diet problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 22
1.6.2 Estimation by regression · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 24
1.6.3 Team formation in sports · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 26
1.6.4 Data envelopment analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 29
1.6.5 Portfolio selection; profit versus risk · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 34

1.7 Building and implementing mathematical models · · · · · · · · · · · · · · · · · · 39

1.8 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 42

I Linear optimization theory: basic techniques

2 Geometry and algebra of feasible regions 51

2.1 The geometry of feasible regions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 51



viii C���� �� �

2.1.1 Hyperplanes and halfspaces · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 52
2.1.2 Vertices and extreme directions of the feasible region · · · · · · · · · · · · 55
2.1.3 Faces of the feasible region · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 58
2.1.4 The optimal vertex theorem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 60
2.1.5 Polyhedra and polytopes · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 62

2.2 Algebra of feasible regions; feasible basic solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · 63
2.2.1 Notation; row and column indices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 63
2.2.2 Feasible basic solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 64
2.2.3 Relationship between feasible basic solutions and vertices · · · · · · · · · · 68
2.2.4 Degeneracy and feasible basic solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 75
2.2.5 Adjacency · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 77

2.3 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 79

3 Dantzig’s simplex algorithm 83

3.1 From vertex to vertex to an optimal solution · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 83

3.2 LO-model reformulation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 89

3.3 The simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 91
3.3.1 Initialization; finding an initial feasible basic solution · · · · · · · · · · · · 92
3.3.2 The iteration step; exchanging variables · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 92
3.3.3 Formulation of the simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 95

3.4 Simplex tableaus · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 96
3.4.1 The initial simplex tableau · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 99
3.4.2 Pivoting using simplex tableaus · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 99
3.4.3 Why the identity matrix of a simplex tableau is row-permuted · · · · · · · 104

3.5 Discussion of the simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 106
3.5.1 Simplex adjacency graphs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 107
3.5.2 Optimality test and degeneracy · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 110
3.5.3 Unboundedness · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 112
3.5.4 Pivot rules · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 114
3.5.5 Stalling and cycling · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 115
3.5.6 Anti-cycling procedures: the perturbation method · · · · · · · · · · · · · · 118
3.5.7 Anti-cycling procedures: Bland’s rule · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 120
3.5.8 Correctness of the simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 121

3.6 Initialization · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 122
3.6.1 The big-M procedure · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 123
3.6.2 The two-phase procedure · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 127

3.7 Uniqueness and multiple optimal solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 131

3.8 Models with equality constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 136

3.9 The revised simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 139
3.9.1 Formulating the algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 139
3.9.2 The product form of the inverse · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 141
3.9.3 Applying the revised simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 142

3.10 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 144



C���� �� � ix

4 Duality, feasibility, and optimality 151

4.1 The companies Dovetail and Salmonnose · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 152
4.1.1 Formulating the dual model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 152
4.1.2 Economic interpretation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 153

4.2 Duality and optimality · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 154
4.2.1 Dualizing the standard LO-model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 154
4.2.2 Dualizing nonstandard LO-models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 155
4.2.3 Optimality and optimal dual solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 159

4.3 Complementary slackness relations · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 162
4.3.1 Complementary dual variables · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 162
4.3.2 Complementary slackness · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 164
4.3.3 Determining the optimality of a given solution · · · · · · · · · · · · · · · 167
4.3.4 Strong complementary slackness · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 168

4.4 Infeasibility and unboundedness; Farkas’ lemma · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 171

4.5 Primal and dual feasible basic solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 175

4.6 Duality and the simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 179
4.6.1 Dual solution corresponding to the simplex tableau · · · · · · · · · · · · · 180
4.6.2 The simplex algorithm from the dual perspective · · · · · · · · · · · · · · 182

4.7 The dual simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 185
4.7.1 Formulating the dual simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 187
4.7.2 Reoptimizing an LO-model after adding a new constraint · · · · · · · · · 188

4.8 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 190

5 Sensitivity analysis 195

5.1 Sensitivity of model parameters · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 195

5.2 Perturbing objective coe�cients · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 197
5.2.1 Perturbing the objective coe�cient of a basic variable · · · · · · · · · · · · 197
5.2.2 Perturbing the objective coe�cient of a nonbasic variable · · · · · · · · · · 202
5.2.3 Determining tolerance intervals from an optimal simplex tableau · · · · · · 203

5.3 Perturbing right hand side values (nondegenerate case) · · · · · · · · · · · · · · · 205
5.3.1 Perturbation of nonbinding constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 206
5.3.2 Perturbation of technology constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 207
5.3.3 Perturbation of nonnegativity constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · 213

5.4 Piecewise linearity of perturbation functions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 216

5.5 Perturbation of the technology matrix · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 219

5.6 Sensitivity analysis for the degenerate case · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 221
5.6.1 Duality between multiple and degenerate optimal solutions · · · · · · · · · 222
5.6.2 Left and right shadow prices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 225
5.6.3 Degeneracy, binding constraints, and redundancy · · · · · · · · · · · · · · 231

5.7 Shadow prices and redundancy of equality constraints · · · · · · · · · · · · · · · · 234

5.8 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 237



x C���� �� �

6 Large-scale linear optimization 247

6.1 The interior path · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 248
6.1.1 The Karush-Kuhn-Tucker conditions for LO-models · · · · · · · · · · · · 248
6.1.2 The interior path and the logarithmic barrier function · · · · · · · · · · · 249
6.1.3 Monotonicity and duality · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 254

6.2 Formulation of the interior path algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 255
6.2.1 The interior path as a guiding hand · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 255
6.2.2 Projections on null space and row space · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 256
6.2.3 Dikin’s a�ne scaling procedure · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 258
6.2.4 Determining the search direction · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 259

6.3 Convergence to the interior path; maintaining feasibility · · · · · · · · · · · · · · 263
6.3.1 The convergence measure · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 263
6.3.2 Maintaining feasibility; the interior path algorithm · · · · · · · · · · · · · 265

6.4 Termination and initialization · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 267
6.4.1 Termination and the duality gap · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 267
6.4.2 Initialization · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 268

6.5 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 273

7 Integer linear optimization 279

7.1 Introduction · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 279
7.1.1 The company Dairy Corp · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 280
7.1.2 ILO-models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 281
7.1.3 MILO-models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 281
7.1.4 A round-o� procedure · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 282

7.2 The branch-and-bound algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 283
7.2.1 The branch-and-bound tree · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 283
7.2.2 The general form of the branch-and-bound algorithm · · · · · · · · · · · 286
7.2.3 The knapsack problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 289
7.2.4 A machine scheduling problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 293
7.2.5 The traveling salesman problem; the quick and dirty method · · · · · · · · 298
7.2.6 The branch-and-bound algorithm as a heuristic · · · · · · · · · · · · · · · 299

7.3 Linearizing logical forms with binary variables · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 301
7.3.1 The binary variables theorem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 301
7.3.2 Introduction to the theory of logical variables · · · · · · · · · · · · · · · · 303
7.3.3 Logical forms represented by binary variables · · · · · · · · · · · · · · · · 305
7.3.4 A decentralization problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 310

7.4 Gomory’s cutting-plane algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 312
7.4.1 The cutting-plane algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 313
7.4.2 The cutting-plane algorithm for MILO-models · · · · · · · · · · · · · · · 317

7.5 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 319

8 Linear network models 333

8.1 LO-models with integer solutions; total unimodularity · · · · · · · · · · · · · · · 333
8.1.1 Total unimodularity and integer vertices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 334



C���� �� � xi

8.1.2 Total unimodularity and ILO-models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 336
8.1.3 Total unimodularity and incidence matrices · · · · · · · · · · · · · · · · · 338

8.2 ILO-models with totally unimodular matrices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 345
8.2.1 The transportation problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 345
8.2.2 The balanced transportation problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 347
8.2.3 The assignment problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 349
8.2.4 The minimum cost flow problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 350
8.2.5 The maximum flow problem; the max-flow min-cut theorem · · · · · · · 353
8.2.6 Project scheduling; critical paths in networks · · · · · · · · · · · · · · · · 361

8.3 The network simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 367
8.3.1 The transshipment problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 367
8.3.2 Network basis matrices and feasible tree solutions · · · · · · · · · · · · · · 369
8.3.3 Node potential vector; reduced costs; test for optimality · · · · · · · · · · · 372
8.3.4 Determining an improved feasible tree solution · · · · · · · · · · · · · · · 374
8.3.5 The network simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 375
8.3.6 Relationship between tree solutions and feasible basic solutions · · · · · · · 378
8.3.7 Initialization; the network big-M and two-phase procedures · · · · · · · · 380
8.3.8 Termination, degeneracy, and cycling · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 381

8.4 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 385

9 Computational complexity 397

9.1 Introduction to computational complexity · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 397

9.2 Computational aspects of Dantzig’s simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · 400

9.3 The interior path algorithm has polynomial running time · · · · · · · · · · · · · · 403

9.4 Computational aspects of the branch-and-bound algorithm · · · · · · · · · · · · · 404

9.5 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 407

II Linear optimization practice: advanced techniques

10 Designing a reservoir for irrigation 413

10.1 The parameters and the input data · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 413

10.2 Maximizing the irrigation area · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 417

10.3 Changing the input parameters of the model · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 419

10.4 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 420

10.5 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 421

11 Classifying documents by language 423

11.1 Machine learning · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 423

11.2 Classifying documents using separating hyperplanes · · · · · · · · · · · · · · · · · 425

11.3 LO-model for finding separating hyperplanes · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 428

11.4 Validation of a classifier · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 431



xii C���� �� �

11.5 Robustness of separating hyperplanes; separation width · · · · · · · · · · · · · · · 432

11.6 Models that maximize the separation width · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 434
11.6.1 Minimizing the 1-norm of the weight vector · · · · · · · · · · · · · · · · 435
11.6.2 Minimizing the ∞-norm of the weight vector · · · · · · · · · · · · · · · · 435
11.6.3 Comparing the two models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 436

11.7 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 438

11.8 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 440

12 Production planning: a single product case 441

12.1 Model description · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 441

12.2 Regular working hours · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 444

12.3 Overtime · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 447

12.4 Allowing overtime and idle time · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 449

12.5 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 451

12.6 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 454
12.6.1 Model (PP2) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 454
12.6.2 Model (PP3) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 454

12.7 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 455

13 Production of co�ee machines 459

13.1 Problem setting · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 459

13.2 An LO-model that minimizes backlogs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 460

13.3 Old and recent backlogs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 462

13.4 Full week productions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 466

13.5 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 467
13.5.1 Changing the number of conveyor belts · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 467
13.5.2 Perturbing backlog-weight coe�cients · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 468
13.5.3 Changing the weights of the ‘old’ and the ‘new’ backlogs · · · · · · · · · · 469

13.6 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 469

13.7 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 471

14 Conflicting objectives: producing versus importing 473

14.1 Problem description and input data · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 473

14.2 Modeling two conflicting objectives; Pareto optimal points · · · · · · · · · · · · · 474

14.3 Goal optimization for conflicting objectives · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 477

14.4 Soft and hard constraints · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 481

14.5 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 483
14.5.1 Changing the penalties · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 483
14.5.2 Changing the goals · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 483

14.6 Alternative solution techniques · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 484



C���� �� � xiii

14.6.1 Lexicographic goal optimization · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 485
14.6.2 Fuzzy linear optimization · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 488

14.7 A comparison of the solutions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 489

14.8 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 490

14.9 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 491

15 Coalition formation and profit distribution 493

15.1 The farmers cooperation problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 493

15.2 Game theory; linear production games · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 495

15.3 How to distribute the total profit among the farmers? · · · · · · · · · · · · · · · · 499

15.4 Profit distribution for arbitrary numbers of farmers · · · · · · · · · · · · · · · · · 502
15.4.1 The profit distribution · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 503
15.4.2 Deriving conditions such that a given point is an Owen point · · · · · · · · 505

15.5 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 506

15.6 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 509

16 Minimizing trimloss when cutting cardboard 513

16.1 Formulating the problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 513

16.2 Gilmore-Gomory’s solution algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 516

16.3 Calculating an optimal solution · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 519

16.4 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 521

17 O�-shore helicopter routing 523

17.1 Problem description · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 523

17.2 Vehicle routing problems · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 524

17.3 Problem formulation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 526

17.4 ILO formulation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 529

17.5 Column generation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 530
17.5.1 Traveling salesman and knapsack problems · · · · · · · · · · · · · · · · · · 533
17.5.2 Generating ‘clever’ subsets of platforms · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 534

17.6 Dual values as price indicators for crew exchanges · · · · · · · · · · · · · · · · · · 536

17.7 A round-o� procedure for determining an integer solution · · · · · · · · · · · · · 538

17.8 Computational experiments · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 540

17.9 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 542

17.10 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 544

18 The catering service problem 547

18.1 Formulation of the problem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 547

18.2 The transshipment problem formulation · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 549



xiv C���� �� �

18.3 Applying the network simplex algorithm · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 552

18.4 Sensitivity analysis · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 555
18.4.1 Changing the inventory of the napkin supplier · · · · · · · · · · · · · · · 556
18.4.2 Changing the demand · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 556
18.4.3 Changing the price of napkins and the laundering costs · · · · · · · · · · · 557

18.5 GMPL model code · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 558

18.6 Exercises · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 560

Appendices

A Mathematical proofs 563

A.1 Direct proof · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 564

A.2 Proof by contradiction · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 565

A.3 Mathematical induction · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 565

B Linear algebra 567

B.1 Vectors · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 567

B.2 Matrices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 570

B.3 Matrix partitions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 571

B.4 Elementary row/column operations; Gaussian elimination · · · · · · · · · · · · · · 572

B.5 Solving sets of linear equalities · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 576

B.6 The inverse of a matrix · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 578

B.7 The determinant of a matrix · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 579

B.8 Linear and a�ne spaces · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 582

C Graph theory 585

C.1 Undirected graphs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 585

C.2 Connectivity and subgraphs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 586

C.3 Trees and spanning trees · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 588

C.4 Eulerian tours, Hamiltonian cycles, and Hamiltonian paths · · · · · · · · · · · · · 589

C.5 Matchings and coverings · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 591

C.6 Directed graphs · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 592

C.7 Adjacency matrices and incidence matrices · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 594

C.8 Network optimization models · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 595

D Convexity 597

D.1 Sets, continuous functions, Weierstrass’ theorem · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 597

D.2 Convexity, polyhedra, polytopes, and cones · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 600



C���� �� � xv

D.3 Faces, extreme points, and adjacency · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 602

D.4 Convex and concave functions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 608

E Nonlinear optimization 611

E.1 Basics · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 611

E.2 Nonlinear optimization; local and global minimizers · · · · · · · · · · · · · · · · · 614

E.3 Equality constraints; Lagrange multiplier method · · · · · · · · · · · · · · · · · · 615

E.4 Models with equality and inequality constraints; Karush-Kuhn-Tucker conditions · 620

E.5 Karush-Kuhn-Tucker conditions for linear optimization · · · · · · · · · · · · · · · 624

F Writing LO-models in GNU MathProg (GMPL) 627

F.1 Model Dovetail · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 627

F.2 Separating model and data · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 629

F.3 Built-in operators and functions · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 631

F.4 Generating all subsets of a set · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 633

List of Symbols 635

Bibliography 639

Author index 645

Subject index 647



L � � � � � F � � ��� � xvii

List of Figures

1.1 Nonnegativity constraints. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4
1.2 The feasible region of Model Dovetail. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4
1.3 Level lines and the feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
1.4 Three-dimensional picture. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
1.5 The feasible region of Model Dovetail∗. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8
1.6 Bounded and unbounded feasible regions. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 11
1.7 A piecewise linear function. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 18
1.8 Plot of eleven persons’ federal income tax. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 25
1.9 Return versus risk in the portfolio selection problem. · · · · · · · · · · · · · · · 38
1.10 Nonconvex piecewise linear function f(x1). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 45
1.11 Scatter plot of the data in Table 1.5. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 47

2.1 The vector a is a normal of H =
�
x ∈ Rn

��� aT
x = b

�
. · · · · · · · · · · · · · · 53

2.2 Normal vectors pointing out of the feasible region of Model Dovetail∗. · · · · · · 53
2.3 Vertices of the feasible region of Model Dovetail. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 56
2.4 Extreme points and directions of F . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 56
2.5 The feasible region of a nonstandard LO-model without vertices. · · · · · · · · · · 58
2.6 Three-dimensional feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 59
2.7 Zero-variable representation. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 67
2.8 Feasible and infeasible basic solutions. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 67
2.9 Geometry-algebra relationships. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 68
2.10 The set BI and its complementary dual set BI

c. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 70
2.11 Degenerate vertex and redundant hyperplane. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 76
2.12 Pyramid with a degenerate top. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 76

3.1 The feasible region of Model Dovetail. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 84
3.2 The feasible region from the perspective of vertex v1. · · · · · · · · · · · · · · · · 87
3.3 The feasible region from the perspective of vertex v2. · · · · · · · · · · · · · · · · 88
3.4 Path taken by the simplex algorithm when applied to Model Dovetail. · · · · · · · 89
3.5 Simplex adjacency graph corresponding to Model Dovetail. · · · · · · · · · · · · · 107
3.6 The feasible region of model (3.10). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 108
3.7 Simplex adjacency graph corresponding to model (3.10). · · · · · · · · · · · · · · 108
3.8 The feasible region of model (3.11). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 111
3.9 Simplex adjacency graph corresponding to model (3.11). · · · · · · · · · · · · · · 111
3.10 Simplex adjacency graph of Chvátal’s example. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 118
3.11 Multiple optimal solutions. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 131
3.12 Unbounded feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 134



xviii L � � � � � F � � ��� �

3.13 Simplex tableau. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 140
3.14 Revised simplex tableau. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 140

4.1 Complementary dual variables. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 163
4.2 Complementary dual variables. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 165
4.3 Unbounded primal feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 171
4.4 Empty dual feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 171
4.5 Polar cone. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 174
4.6 Complementary dual variables. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 175
4.7 Path in the dual problem taken by the simplex algorithm. · · · · · · · · · · · · · · 184

5.1 Level line 3x1 + 2x2 = 22 1
2 . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 197

5.2 Level line 4x1 + 2x2 = 27. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 197
5.3 Canting level lines. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 198
5.4 Perturbation function for an objective coe�cient. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 198
5.5 Right hand side perturbations. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 208
5.6 Perturbation function for a technology constraint. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 209
5.7 Perturbation function for a nonnegativity constraint. · · · · · · · · · · · · · · · · 215
5.8 Nondecreasing, concave, piecewise linear function. · · · · · · · · · · · · · · · · · 216
5.9 Perturbation function for a technology matrix entry. · · · · · · · · · · · · · · · · 221
5.10 Tolerance region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 221
5.11 Degenerate optimal solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 222
5.12 Degenerate vertex. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 225
5.13 Degenerate optimal vertex and a positive perturbation of a redundant constraint. · · 226
5.14 Degenerate optimal vertex v and a negative perturbation of vv1v2. · · · · · · · · 226
5.15 Perturbation function for ‘v1v2v’ in Figure 5.13 and Figure 5.14. · · · · · · · · · · 227
5.16 Left and right shadow prices. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 228
5.17 Perturbation function for constraint (3) of model (5.12). · · · · · · · · · · · · · · · 231
5.18 Perturbation function for nonnegativity constraint x2 ≥ 0 of model (5.12). · · · · · 231

6.1 Interior path for model (A). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 250
6.2 Logarithmic barrier function. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 252
6.3 The interior path as a guiding hand. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 255
6.4 Projections on null space and row space. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 256
6.5 Dikin’s a�ne scaling procedure. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 258
6.6 Pointing to the interior path. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 260
6.7 The vector −∇BP̄ (1;µk) points ‘more or less’ in the direction of X−1

k x(µk). · · · 261
6.8 Approximations of interior paths. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 265
6.9 Optimal objective value of the auxiliary LO-model for Model Dovetail. · · · · · · 271
6.10 Path taken by the interior path algorithm for the auxiliary LO-model · · · · · · · 271

7.1 Feasible integer points of Model Dairy Corp. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 281
7.2 Di�erent solutions found by rounding the optimal LO-relaxation solution. · · · · · 282
7.3 Region of Figure 7.1 that is excluded by requiring that x2 ≤ 25 or x2 ≥ 26. · · · · 284
7.4 First iterations of the branch-and-bound algorithm for Model Dairy Corp. · · · · · 285
7.5 Branch-and-bound tree for Model Dairy Corp. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 286
7.6 Branch-and-bound tree for the knapsack problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · 293
7.7 Gantt chart for Example 7.2.5. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 295



L � � � � � F � � ��� � xix

7.8 Solutions to the machine scheduling problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 296
7.9 Branch-and-bound tree for the machine scheduling problem. · · · · · · · · · · · · 297
7.10 Piecewise linear function. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 309
7.11 Feasible region consisting of integer points. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 313
7.12 Adding cut constraints. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 315
7.13 Branch-and-bound tree of Exercise 7.5.4. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 320
7.14 Nonconvex region of Exercise 7.5.15. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 324

8.1 Graph G1 with a totally unimodular node-edge incidence matrix. · · · · · · · · · 340
8.2 Graph G2 with a node-edge incidence matrix that is not totally unimodular. · · · · 340
8.3 Digraph whose node-arc incidence matrix is totally unimodular. · · · · · · · · · · 343
8.4 Input for the transportation problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 345
8.5 Optimal transportation schedule. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 347
8.6 Network with capacities and costs on the arcs. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 351
8.7 Network with capacities. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 354
8.8 A feasible and an optimal solution of the maximum flow problem of Figure 8.7. · · 356
8.9 Cuts in a network. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 357
8.10 The project selection problem as a maximum flow model. · · · · · · · · · · · · · 361
8.11 Project network. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 362
8.12 Invalid and valid project networks for Example 8.2.5. · · · · · · · · · · · · · · · · 363
8.13 Gantt chart for the solution of Figure 8.11. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 365
8.14 Network of a transshipment problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 369
8.15 Feasible tree solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 369
8.16 Calculating the node potential vector and the reduced costs. · · · · · · · · · · · · 373
8.17 Determining an improved feasible tree solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 375
8.18 Three iterations of the network simplex algorithm and an optimal solution. · · · · 377
8.19 Initial feasible tree for the network big-M procedure. · · · · · · · · · · · · · · · · 381
8.20 Cunningham-Klincewicz network. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 382
8.21 Leaving arc rule. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 384
8.22 Two-dimensional open pit. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 395

9.1 The feasible region of the Klee-Minty example for n = 3. · · · · · · · · · · · · · 401
9.2 Branch-and-bound tree for n = 3. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 406

10.1 Sketch of the reservoir and the river. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 414
10.2 Needed irrigation water versus the inflow. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 416
10.3 Sensitivity with respect to M . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 419
10.4 Sensitivity with respect to γ. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 419

11.1 Separable learning set with 40 documents. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 427
11.2 Nonseparable learning set with 40 documents. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 427
11.3 The learning set of Figure 11.1 after discarding feature f2. · · · · · · · · · · · · · · 428
11.4 Scatter plots of relative letter frequencies. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 429
11.5 Separation for a learning set. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 430
11.6 Comparison of classifiers. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 438

12.1 Actual versus desired production for model (PP1). · · · · · · · · · · · · · · · · · · 446
12.2 Two cases: overtime versus no overtime. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 448



xx L � � � � � F � � ��� �

12.3 Perturbation function for γ in model (PP1). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 451
12.4 Perturbation function for s0 in model (PP1). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 451
12.5 The labor input versus the number of regular employees in model (PP2). · · · · · · 452
12.6 Perturbation function for γ in model (PP4). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 453
12.7 Perturbation function for s0 in model (PP4). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 453
12.8 Perturbation function for β in model (PP5). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 454
12.9 x

∗ for di�erent values of β in model (PP5). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 454

14.1 The feasible region. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 477
14.2 Profit and import costs as functions of the profit penalty α. · · · · · · · · · · · · · 484
14.3 Penalties as functions of the profit goal. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 485
14.4 Penalties as functions of the import goal. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 486
14.5 Optimal production-import solutions. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 490

15.1 Core of the game with a =
�
1 1 1

�T
. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 500

15.2 Owen points for di�erent distributions of farmers of Type 1, 2, and 3. · · · · · · · 504

16.1 A cutting pattern. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 514
16.2 A noninteger ‘solution’. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 516

17.1 Continental shelves of the North Sea. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 524
17.2 Locations of the 51 platforms. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 525
17.3 The limited range of the helicopters. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 528
17.4 Sensitivity with respect to the helicopter capacity C. · · · · · · · · · · · · · · · · 542
17.5 An optimal traveling salesman tour. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 543
17.6 Sensitivity with respect to the helicopter range R. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 543

18.1 The network of the catering service problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 550
18.2 The transshipment matrix A. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 551
18.3 Initial feasible tree solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 553
18.4 Optimal solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 554
18.5 Perturbation function for b3. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 556
18.6 Number of purchased versus demanded napkins. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 557
18.7 Tolerance region for the costs of fast and slow laundry. · · · · · · · · · · · · · · · 558
18.8 Perturbation function for the napkin price. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 559

C.1 Isomorphic graphs. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 586
C.2 The graph K5. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 587
C.3 The graph K3,3. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 587
C.4 Trees. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 588
C.5 The bridges of Kaliningrad and the corresponding graph. · · · · · · · · · · · · · · 589
C.6 The Hamiltonian cycles of K4. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 590
C.7 A maximum matching. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 591
C.8 A perfect matching. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 591
C.9 A node-covering. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 592
C.10 A minimum node-covering. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 592
C.11 The unit-cube graph in R3. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 592
C.12 Nonbipartite graph G that satisfies ν(G) = τ(G). · · · · · · · · · · · · · · · · · · 592



L � � � � � F � � ��� � xxi

C.13 A digraph and its underlying graph. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 593
C.14 Digraph that is not strongly connected. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 594
C.15 Weighted digraph. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 595

D.1 Examples of a convex and a nonconvex set in R2. · · · · · · · · · · · · · · · · · · 599
D.2 Writing the vertex x

0 as a convex combination of vertices of F . · · · · · · · · · · 605

E.1 The functions f(x) = x
2 and h(x) = x̂

2
+ 2x̂(x− x̂). · · · · · · · · · · · · · · · 612

E.2 The functions f(x) = |x| and h(x) = |x̂|+ α(x− x̂). · · · · · · · · · · · · · · · 612
E.3 Global and local minimizers and maximizers of the function f(x) =

cos(2πx)
x . · · · 615

E.4 Consumer choice model. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 616
E.5 The feasible region of the model in Example E.4.1. · · · · · · · · · · · · · · · · · 621
E.6 Nonlinear optimization model for which the KKT conditions fail. · · · · · · · · · 623



L � � � � � T���� � xxiii

List of Tables

1.1 Federal income tax data for eleven persons. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 25
1.2 Inputs and outputs for ten universities. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 30
1.3 Data envelopment analysis results. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 34
1.4 Rates of return, expected rates of return, and mean absolute deviations. · · · · · · 35
1.5 Ages and salaries of twenty employees of a company. · · · · · · · · · · · · · · · · 47

4.1 Dualization rules for nonstandard LO-models. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 158
4.2 Symmetric duality combinations. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 172
4.3 Concepts of the primal simplex algorithm and the dual simplex algorithm. · · · · · 188

5.1 Perturbations δ = −2,−1, 0, 1, 2, 3, 4. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 199
5.2 Perturbations δ = −4,−3,−2,−1, 0, 1, 2. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 209
5.3 Example LO-package output for model (5.12). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 229

7.1 Knapsack problem inputs. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 290
7.2 Ratio ranking. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 292
7.3 Setup and reset times. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 294
7.4 Propositional connectives and constraints. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 304
7.5 Connective truth table. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 305
7.6 Truth table of the compound proposition (¬P1 ∧ P2) ∨ (P1 ∧ ¬P2). · · · · · · · · 305
7.7 Data for the decentralization problem. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 310
7.8 Data for company Whattodo. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 326
7.9 Weekly use of di�erent types of pigment and corresponding prices per kg. · · · · · 326
7.10 Project data for Exercise 7.5.27. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 329
7.11 The distances between the 14 locations (in units of 50 meters) for Exercise 7.5.28. · 331

8.1 Input data corresponding to the network of Figure 8.6. · · · · · · · · · · · · · · · 352
8.2 Projects and machines. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 360
8.3 Network simplex cycle. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 383

9.1 Growth of functions. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 399

10.1 Monthly quantities of irrigation water and inflow water. · · · · · · · · · · · · · · 415

11.1 Relative letter frequencies (in percentages) of several newspaper articles. · · · · · · 426
11.2 Validation results for the classifier. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 432

12.1 Input data. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 445



xxiv L � � � � � T���� �

13.1 Initial inventories and demands. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 461
13.2 Optimal values of xit for model (13.5). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 462
13.3 Optimal values of sit for model (13.5). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 463
13.4 Optimal values of xit for model (13.7). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 464
13.5 Optimal values of rit for model (13.7). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 465
13.6 Optimal values of sit for model (13.7). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 466
13.7 Optimal full-week production values δit. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 467
13.8 Number of conveyor belts versus total backlog. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 468
13.9 Perturbing c24 in model (13.5). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 469
13.10 Old and new backlogs. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 469

14.1 Input data for Plastics International. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 474
14.2 Optimal solutions for the separate objectives. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 475
14.3 Computer output, optimal solution of (O3). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 480
14.4 Optimal production-import schedule for model (O3). · · · · · · · · · · · · · · · · 481

15.1 Resources required for the production of the biscuits. · · · · · · · · · · · · · · · · 494
15.2 Optimal production schedules in the case of three farmers. · · · · · · · · · · · · · 499
15.3 Sensitivity analysis. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 507

16.1 Order package. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 514
16.2 A number of cutting patterns. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 514
16.3 Optimal solution. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 520

17.1 Coordinates of the platforms. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 524
17.2 Demanded crew exchanges. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 536
17.3 Noninteger optimal solution of model (RFF). · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 537
17.4 Dual optimal values. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 538
17.5 A feasible flight schedule. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 540
17.6 Comparing fifteen input instances for the round-o� algorithm. · · · · · · · · · · · 541

18.1 Number of demanded napkins. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 548
18.2 A feasible decision sequence. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 549
18.3 An optimal schedule. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 555


